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Résumé - Cet article présente trois types d’architectures VVLSI
trés performantes de processeurs dédiés au calcul de la
transformée de Fourier rapide. Elles s’appuient dans leur
développement sur la forme récursive de I’algorithme par
décimation temporelle en base 2, reformulé de fagon a permettre
une implémentation matérielle plus aisée. Ces architectures a
structures paralleles sont formées d’un ensemble ordonné de
processeurs élémentaires identiques sur lesquels les calculs sont
distribués d’une maniere efficace et appropriée. Une étude
comparative de performance, en termes de débit en données et de
nombre de processeurs élémentaires, donc en surface Silicium
implantable, sera faite entre ces trois types d’architectures
dénotées suivant I’ordonnancement de leurs processeurs par
étendues, rebouclées et linéaires.

I.  INTRODUCTION

Le calcul de la transformée de Fourier rapide (FFT) est
d’une grande importance dans les applications du traitement du
signal telles que le filtrage numérique, I’acoustique, la
sismographie, le radar, le sonar, les systemes numériques de
communications, etc. [1-4]. Dans les applications ou une
exécution en temps réel est nécessaire, [’utilisation de
processeurs dédiés a ce calcul serait la mieux adaptée [5, 6].
Grace a l’avancée de la technologie microélectronique
d’intégration a trés grande échelle (\VLSI) et a l'apparition des
techniques de conception par ordinateur (CAO), la construction
de tels processeurs est devenue possible. L’utilisation
appropriée d’un réseau ordonné de processeurs élémentaires
(PE) dans la construction de ces processeurs dédiés permet
d’aboutir a des architectures paralléles hautement concurrentes
et admettant des débits en données élevés. Le développement
des architectures proposées dans cet article se base sur
I’algorithme FFT de Cooley/Tukey [7], reformulé pour
permettre plus facilement un tel développement. En effet
I’algorithme de Cooley/Tukey permet de décomposer une
transformée de Fourier discréte (TFD) a N échantillons en
(N/2) transformées minimales, a 2 échantillons chacune,
répétées sur log, (N)étapes. Il faut noter que chaque calcul
élémentaire d'une étape de la FFT dépend des données fournies
par I'étape précédente et seulement de celles-1a. Ce qui entraine
qu'une transformée minimale est indépendante de ses
semblables de méme rang, et qu’une FFT peut donc étre
parallélisée et calculée sur place lors de son implémentation.
Différentes architectures paralléles seront développées, dans

dj_chikou@yahoo.fr

cet article, pour I'implémentation de la FFT. Les performances
de ces structures seront analysées en termes de débit en données et
de nombre de PEs ou surface Silicium implantable.

Il. REFORMULATION DE LA FFT PAR DECIMATION
TEMPORELLE EN BASE 2.

La transformée de Fourier discrete X(k) d’une fonction x(n)
est donnée par la relation (1) :

N-1
X (k)= Z:X(n).Wl\'fn ;pour k:0,1,---,N -1 (1)
n=0

- n et k représentent respectivement les variables discrétes et
normalisées de I'espace original et de I'espace transformé.

- N représente le nombre des valeurs discrétes et successives
des variables n et k

- W™ = e 217N sont les coefficients de transformation.

Si N est élevé, son calcul requiert un trés grand nombre
d’opérations complexes: N? multiplications et N(N-1)
additions. Ce nombre d’opérations est drastiquement réduit par
I’utilisation d’algorithmes FFT. L’algorithme FFT par
décimation temporelle en base 2, utilisant les séries
arithmétiques dans son développement, permet une approche
matérielle plus aisée lors de son implémentation sur des
architectures paralleles. L’idée de départ consiste a considérer
N une puissance de 2 (N=2", donc p=log,(N)) et de réécrire
differemment les indices des composantes x(n) et X(k) dans
I’équation de la TFD donnée par (1) :

k=2""k, +2" "k, , +-+2k +k, o

—2opr1 p-2
n=2""n,, +2""n, , +---+2.n +n,

La factorisation successive des termes suivant les n; en
commencant par le sous indice np; permettra, aprés des
changements de variables adéquats et quelques artifices de
calcul [8, 9], de décomposer récursivement, en p étapes
(variation de i), la transformée globale en (N/2) transformées
minimales par étape (variation de r), chacune sur 2 valeurs.
Ces transformées minimales sont données par la relation (3) :

X, ) (1 1) (1 o0 X )
(xi(r+2pi)J_(1 —JX 0 wWoO (X, (r+27)
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i-2
C,(r)=|>2%r,, |27 (@)
q=0

L’ensemble des transformées minimales est déterminé en
appliquant I’algorithme suivant a la relation (3):

Algorithme :
Pour i:1...p

Pour r: 0 ... N-1 (sauf les valeurs ou r,,_; #0)
Calcul de (3)

Chaque transformée minimale requiert une multiplication et
deux additions complexes (sauf a I’étape 1 ou seulement deux
additions complexes sont nécessaires). Le nombre global des
transformées minimales étant de (N/2).log,(N), le nombre total
d’opérations est donc de (N/2).log,(N/2) multiplications
complexes, et de N.logy(N) additions complexes. La FFT en
base 2 a donc un ordre de complexité O(N.logy(N)). En
comparant cette complexité avec celle du calcul direct de la
TFD qui est de O(N?) le rapport est de N/log,(N). Pour une
TFD de N =1024 points par exemple, et en raisonnant en
termes de nombre d’opérations seulement, si le calcul se fait
par la FFT, le gain en temps d’exécution est supérieur a 100
par rapport au calcul direct.

I1l. SCHEMATISATION DES CALCULS

Chaque cellule de base représentée par (3) met en ceuvre les
mémes calculs pour  X.(r) et X,(r+2°") avec

seulement un changement de signe dans la somme. Le
diagramme de la figure 1, baptisé papillon, schématise les
calculs mis en ceuvre. Le noeud plus (+) représente une
addition entre I’entrée horizontale et I’entrée transversale, et le
noeud moins (-) une soustraction, avec I’entrée horizontale a
soustraire de I’entrée transversale.

() x X,(r)
X+ 22 S X.(r+257)
Figure 1. Papillon de la FTT en base 2.
L’évolution de [I’ensemble des calculs, incluant les

différentes étapes, peut donc étre mieux visualisée par
I’utilisation des graphes de fluence qui font apparaitre tous les
papillons intervenant dans une FFT. Les graphes de fluence
seront d’ailleurs notre point de départ pour I’implémentation de
la FFT sur des architectures paralléles. La figure 2 donne a titre
d’exemple le diagramme de fluence de la FFT pour N=8. Ce
diagramme de fluence peut étre généralisé pour tout N
puissance de 2.

i) {0 (1)} — X0
il %)W X L) — W4
(0. W {2 o)) — ()
) W (3. W X L — W6
) peCl) el — Xl
i3 2(5). W X (5 — 5
i), W Hi6) L)  — W13
m. W . w X L — D

Figure 2. Diagramme de fluence pour N = 8 = 2°,

IV. IMPLEMENTATION DE LA FFT SUR DES ARCHITECTURES
PARALLELES PERFORMANTES

A. Le processeur élémentaire

Chaque cellule de base ou PE, réalisant les calculs de la
relation (3), effectue 3 opérations complexes: une
multiplication et deux additions. La structure interne d’un tel
processeur est donnée sur la figure 3. Cette derniére présente
un multiplieur et deux additionneurs complexes. Le papillon,
présent sur les graphes de fluence de la FFT, est représenté par
le bloc de droite englobant les deux additionneurs complexes.

X : H AC : X.(r)
1) i H & i
o HEE: :
i e 1o —2 AC 1S X,(r+277)
X (14277 ) = i !
L __ 1L ____ a

Figure 3. Structure interne du PE a base d’opérateurs complexes.

Les opérations complexes sont en fait réalisées a partir
d’opérateurs réels. La structure interne du PE en fonction de
ces derniers permettra alors d’avoir une vue plus concreéte de sa
complexité de mise en ceuvre. Cette structure est représentée
sur la figure 4. Elle présente quatre multiplieurs et six
additionneurs réels

réel
Xq(r)

€
) t>reel
réel I
o £(r)
imaginaire 1> imaginaire
oréel
P

réel Lilr+27)

X:l—l (ff 2_“ ) | imaginaire
i

Figure 4. Structure interne du PE a base d’opérateurs réels.
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Un facteur important & mettre en évidence est le temps de
réponse du processeur. En posant t,, et t, les temps de réponse
respectifs du multiplieur et de I’additionneur réels, et en ne
prenant en compte que ces temps pour simplifier le
raisonnement, le temps de réponse du PE est de :

TR_PE =t, + 2.t, ()

B. Implémentation de la FFT sur des architectures paralléles
étendues

La premiére architecture de la FFT proposée présente une
structure en pipeline. Elle est directement déduite du graphe de
fluence de celle-ci, avec une réorganisation dans les réseaux
d’interconnexion pour faire ressortir le facteur modularité au
niveau des différents étages. En prenant I’exemple de N = 8
échantillons temporels, la FFT pourrait étre implémentée selon
la structure donnée sur la figure 5. Cette structure est étendue
sur trois rangées, chacune ayant quatre PEs. Pour le cas
général, elle aura (N/2) PEs par rangée et sera étendue sur
log,(N) rangées. Les échantillons arrivent en paralléle et en
méme temps sur les entrées des PEs de la rangée limitrophe de
gauche et les composantes spectrales sont récupérées
simultanément aux sorties des PEs de la rangée frontaliére de
droite.
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Figure 5. Architecture paralléle étendue de la FFT (N = 8).

Pour un nombre d’échantillons N, le nombre total
d’opérateurs réels est de (2.N).log,(N) multiplieurs et
(3.N).log»(N) additionneurs. Pour un débit de données continu,
c'est-a-dire si plusieurs FFT sont a calculer sur des trames de
données adjacentes, chaque trame ayant N=2° données, le
premier spectre relatif a la premiére trame est obtenu en
log,(N) étapes. Il sera suivi d’un spectre par étape pour chaque
nouvelle trame de données.

C. Implémentation de la FFT sur des architectures paralléles
rebouclées
Quand le nombre d’échantillons N devient trés important, le
nombre de PEs devient excessif pour une implémentation
étendue. Ceci pourrait poser probléme lors de I’implantation
sur la méme plaque de silicium. Une alternative permettant de

remédier a cet inconvénient serait de n’utiliser qu’une ou
quelques rangées de PEs et de reboucler la structure sur elle
méme, et ceci afin de réutiliser les résultats intermédiaires
présents sur ses sorties. Un systéme de contréle est alors ajouté
pour pourvoir les commandes qui permettent :

- a la premiére étape, d’injecter au réseau les N échantillons a
traiter.

- aux étapes qui suivent, sauf a la derniére, de rediriger les
sorties du réseau (états intermédiaires) vers ses entrées. Des
bascules doivent étre prévues a la sortie des PEs pour
mémoriser les résultats intermédiaires.

- alafin de la derniere étape, de fournir le spectre final.

Les coefficients W doivent étre appliqués d’une maniere
appropriée pour chaque étape de calcul. La figure 6 fournit un
schéma bloc explicatif d’une telle structure.

La figure 7 donne la structure d’une architecture paralléle
rebouclée pour le calcul de la FFT pour N = 8. Les
multiplexeurs, qui se trouvent a I’entrée du réseau de
processeurs, permettent de sélectionner les données externes
(début de [I'étape 1) ou les composantes spectrales
intermédiaires (débuts des étapes 2 et 3). A la fin de I’étape 3,
le spectre final est récupéré a la sortie des démultiplexeurs qui,
a la fin des étapes 1 et 2, avaient pour mission de rediriger les
résultats intermédiaires vers I’entrée du réseau de processeurs.

.. C . , , s 1y -~
Les coefficients W, (" variables d’une étape a I’autre, ont ete
notés d’une maniére générale W, sans exposant.
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Figure 6. Structure générale d’une architecture paralléle rebouclée.

Le nombre total de PEs utilisés a donc été divisé par le
nombre d’étapes (3 pour N = 8, log,(N) pour le cas général).
Ce gain a son importance en surface d’implantation si N
devient important. Pour N = 1024 = 2% 5120 PEs sont
nécessaires pour une architecture étendue, alors que seulement
512 PEs le sont pour une architecture rebouclée. Cela fait un
gain de 90%, et sur le nombre de PEs et sur le nombre de
réseaux d’interconnexion, et donc sur la surface silicium totale
a utiliser.
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Figure 7. Architecture parallele rebouclée de la FFT (N = 8).

D. Implantation de la FFT sur des architectures linéaires
L’architecture de la FFT rebouclée permet de réduire
considérablement le nombre de PEs (d’un rapport de log,(N)).
Les architectures linéaires permettent de réduire encore plus ce
nombre, et c’est pour cela qu’ils ont été le sujet de plusieurs
travaux de recherche [10-13]. L’architecture linéaire proposee
ici, ne permet de garder qu’une ligne de PEs, composée de
log,(N) processeurs. La figure 8 fournit un schéma bloc
explicatif d’une telle structure. Le nombre total de PEs utilisés
dans une architecture étendue a donc été divisé cette fois ci par
(N/B). Ce qui représente un gain en nombre de PEs encore
beaucoup plus intéressant que celui de I’architecture rebouclée.
Si on reprend I’exemple de N = 1024 = 2'°, 10 PEs seulement
seront nécessaires pour une architecture FFT linéaire. Cela fait
un gain en surface silicium de 99.8% par rapport a une
architecture étendue, et de 98% par rapport a une architecture
rebouclée. Ce gain ne prend en compte que les PEs, et est donc
un petit peu exagéré, car des éléments supplémentaires, en
I’occurrence des éléments mémoire et des commutateurs sont

additionnés a la structure pour wveiller a son bon
fonctionnement.
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Figure 8. Structure générale d’une architecture paralléle linéaire.

Afin d’avoir une idée claire sur le fonctionnement d’une telle
structure, un exemple d’architecture linéaire de la FFT, avec N
= 8, est exposé sur la figure 9. La figure 10 représente les
modes de fonctionnement des commutateurs C;, C, et Cs.
L’évolution des calculs est donnée sur le tableau 1.
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Figure 9. Architecture paralléle linéaire de la FFT (N = 8).
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Figure 10. Etats possibles des commutateurs C,, C, et Cs.

Tableau 1.
Sorties des PEs et contenus des différents registres Mi pendant les différentes
étapes de calcul pour I’architecture linéaire de la FFT (N = 8).

Etape 4@ (Clenl)
[ M1 [ S |
_xl.‘!|x|l!;xllll.‘{iill I
|
Etape 5: (Clen 2} (C2enl)
' MI [ | M22 FIEES
|x|__n ®2) |‘:I| X0} N0 |
N4 § X |
Etape 6. (Clen2) (C2enl)
M1 | Sem M1 2 MI1 | S
|x|._€| 01| Xl X1y I Xl0)
Ni(5) § X% | RAEN
Elape 7. (Clen?) (Clend) (C3enl)
[ MI Sre: M2 2 M21 [ S [ MG 2] MA L | S |
[ | | 3 | X2 - Nl i_.\;ill | %:00) %) i
Ny(6) § Xio) | X5 I X2y ) Xall) | |
Etape 8 (Clenl) (Clenl) (C3en 2)
I M1 Segy M2 2 M2 1 Sper f M32 | M3L | B
[ [ X3 N5 | %) | X0 Xd2) | X0
i ERIEG EE D (1)
Etape 9 {Clenl) (C2enl) (C3enl)
M1 Sy M2 2 M2 1 Seeo M3 2 | M3_1 | Sess |
| [ = |_\'-_H| X4y P OEETER
o S H] . sy B s | %3
Etape 10 (Clenl) ({Clenl) (C3en )
| M1 Segy M22 M2 1 Spea I M3.2 | M3 | Sgs |
[ 1 | | = I_ | %) | XA6) | Xid) !
| | | NTHR XT) | X5 |
Etape 11 - (Clenl) (C2enl) (C3enl)
M1 Semn M212 M2 1 Seer U M3 2 | M3 | Sees |
| | | XiA6) |
| X(T) |

Une remarque importante est a soulever : si plusieurs FFT
sont a calculer, et que le réseau doit donc travailler sur des
trames de données adjacentes, on pourra voir que les PEs ne
sont actifs que pendant la moitié du temps. Ceci implique
qu’entre 2 calculs consécutifs de FFT, rien n’est récupéré a la
sortie du réseau pendant (N/2) étapes. Si maintenant on
considere qu’un débit en données plus important est présent a
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I’entrée du réseau et qu’un systeme de mémoires peut étre
prévu pour retenir les données et les fournir a ce dernier, a la
cadence adéquate et dans I’ordre donné sur la figure 11 (C, et
M1 ont été éliminés), les PEs seront alors tout le temps actifs,
et deux composantes spectrales sont obtenues a la sortie du
réseau a chaque étape. Dans le cas général, ou la structure est
composée de log,(N) étages, le spectre de la premiére trame est
obtenu a I’étape (N-1). Un spectre correspondant a une
nouvelle trame d’échantillons est obtenu toutes les (N/2) étapes
suivantes.

dlagel ! dlage 2 . dtage !
trame 2 f trame | : i : 1
168 2] 10 0 (30 1) %) = [ s 1T ol B
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Figure 11. Architecture linéaire de la FFT a débit amélioré (N = 8)

V. COMPARAISON ENTRE LES DIFFERENTES ARCHITECTURES
FFT PRESENTEES

Les tableaux 2 et 3 récapitulent les caractéristiques
importantes  des  différentes  architectures  proposées,
respectivement en nombre de processeurs et opérateurs réels et
en nombre d’étapes de calcul.

Tableau 2.

Caractéristiques en nombre de processeurs et opérateurs réels des différentes
architectures FFT proposées.

Nombre de | Nombre de | Nombre
processeurs multiplieurs d’additionneurs
réels réels
FFT étendue | (N/2)Iogp(N) | (2N).logz(N) | (3N).loga(N)
FFT rebouclée N/2 2N 3N
FFT linéaire log,(N) 4.1og,(N) 6.1og,(N)
(sans C, ni M1)
Tableau 3.
Caractéristiques en nombre d’étapes de calcul des différentes architectures FFT
proposées.

Nombre d’étapes pour
le calcul du 1* spectre

Nombre d’étapes pour la
sortie du spectre suivant

FFT étendue logy(N) 1
FFT rebouclée log,(N) loga(N)
FFT linéaire N-1 N/2

(sans C; ni M1)

VI. CONCLUSION

Trois différentes architectures permettant I’implémentation
de la FFT ont été présentées. Si un choix devait se faire entre
ces différentes architectures, plusieurs considérations devraient
étre prises en compte : la faisabilité, le colt, les contraintes
auxquelles est soumise I’application a laquelle est destinée
I’implantation, etc. En s’aidant des tableaux 2 et 3, on peut
conclure que I’architecture étendue est celle qui permet le
meilleur temps de réponse surtout si des calculs devaient se
faire sur des trames ininterrompues d’échantillons. Mais vu le
nombre de PEs qui la composent, elle pose probléme vis-a-vis

de son implantation VLSI pour des nombres d’échantillons N
élevés. Ce probléme pourrait étre résolu en optant pour
I’architecture rebouclée mais son temps de réponse est allongé
pour les trames d’échantillons ultérieures a la premiére. Un
gain considérable en surface silicium est apporté par
I’architecture linéaire par rapport aux deux architectures
précitées. Cela est bien slr fait au détriment du temps de
réponse qui est encore rallongé par rapport a ceux des deux
premieres architectures citées.
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